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Bloque 3: Analisis Matematico
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica

19 14-ago Tema 10: Funciones. Introduccion Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 1

Tema 10: Funciones: exponencial y

20 21-ago o
logaritmica

Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 1

21 28-ago Tema 10: Funciones: trigonométricas Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 2
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| Hoy vemos...
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" Funciédn |

Dados A y B dos conjuntos

" Una funcion de Aen Bes una\
relacion que asigna a cada

elemento de A4 un Unico

\_ elemento de B )




"~ Funcidén |

Dados A y B dos conjuntos de nidmeros reales

" Una funcion de Aen Bes una\
relacion que asigna a cada

numero de A un Unico niumero

\_ de B )




Matematica

—H B
(Entrada) (Salida))

Mdquina de f

v La altura en funcion de la edad.
\ v' La temperatura en funcion de la fecha.
N v El nlmero de bacterias en un cultivo en funcién
del tiempo.
v El drea de un circulo en funcién de su radio.
v La produccion de manzanas en funcion de la
- cantidad de drboles por hectarea.

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

El concepto de funcion es util para modelar el
mundo real
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- o
\ Existen distintas maneras de expresar una
R | ¥4

N funcion

- , . . .
La altura en funcién de la edad Tiempo (t) | Distancia (d(t))
v G B
Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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¢Como vamos a
anotar las
funciones?

Variable Variable
independiente dependiente

Imagen de Peggy und Marco Lachmann-Anke en Bixabay




¢Ejemplos?
o
f(x)=2x+1
g(x) = x*
h(x) = -
X)) =-—
X

m(x) = vx

El drea de un circulo en funcion

de su radio: A(r) = nr?

Matematica

r—H Fx)
(Entrada) (Salida))

Madquina de f

Determinar:
f(=2)
f(3)
f(a)
fla—2)
m(1)
m(8)
m(h? + 1)
A(2)
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Dominio

(Dada f: A - B, sellama Dominio de f al conjunto d;

todos los ndmeros x para los cuales tiene sentido calcular
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ido esta bajo

f(x)=2x+1
g(x) = x*

1
h(x) = "

m(x) = x

Matematica

¢Cudl seria el dominio
de estas funciones?

RESTRICCIONES ALGEBRAICAS



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
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¢El dominio de esta
funcion?

Esta foto de Autor desconocido esta bajo
licencia CC BY-NC-ND

El area de un circulo en funcion de su radio

A(r) = nr?

>~

RESTRICCIONES DEL CONTEXTO
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-~

4 .. y
La grafica de una funcion  f:Dom(f) - B es el

conjunto de puntos del plano de coordenadas (x, f(x))

\con x € Dom(f) y
\y Para graficar hacemos
o ’Z y=f(x)
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¢Cudles son las graficas de
estas funciones?

.l y=2x+1 |
f(x)=2x+1 /
Dom (f) =R I /

y = x* |

x) = x4
g(x) I
Dom (g) =R
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¢Cudles son las graficas de
estas funciones?

1
y_x
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¢Como podemos darnos
cuenta si una curva
corresponde a la grafica de
una funcion?

h"
0 ,_[_

Esta foto de Autor des cido esta bajo licencia CC BY-NC-ND
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¢Son funciones? ¢Qué
les parece? ¢Cumplen
con la definicion?
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Imagen

~
Dada f:4 = Dom(f) — B, se llama imagen de f al conjunto

de los valores que toma la funcién f para cada x

perteneciente al dominio.

\_
0.
B
7\
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¢Cudl seria la imagen de estas
funciones?

o/ LA DETERMINAMOS CON LA
s GRAFICA DE LA FUNCION

f(x)= 2x+1 - j
Dom (f) =R : y=2x+1

Im (g) = [0, +) e I
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¢Cudl seria la imagen de estas
funciones?

® | LA DETERMINAMOS CON LA
e GRAFICA DE LA FUNCION

ay 1
1 : = —
ORI N
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Matematica

Entonces..TODO JUNTO EN UN GRAFICO: |

Dom (f) = [-3,2) 3 (x, f(x))
. Punto de Ic
Im (f) =[-3,—-1) U [0,4) grafica de

Determinar f(-1), f(-2) y f(3/2).
¢Cudnto vale x para que f(x)=1?, ¢y para que f(x)=-2?, ¢y para qué f(x)=-1/2)?



" IVamosaver Polinémicas |
| distintos tipos de |

funciones!!! L Racionales ]

/ |Algebraicas (o’rr'as]

\ \

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay
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- Polindmicas |

Son funciones de la forma p(x) = a,,x™ + a® I1x" 1 + ... + ax! + agx®,

donde a; € Rconi = 0, ...,n himeros naturales.

EJEMPLOS f(x)= 2x+1 g(x) = x*
Dom (f) =R Dom(g) =R
Im(f) =R Im (g) = [0, )
. ' /i = B : i o
-’uryé_ijon lined| uncion‘cuadratica
y = 2x + 1 Ecuacién de una recta y = x2 Ecuacién de una pardbola

EL DOMINIO DE TODAS LAS FUNCIONES POLINOMICAS SON LOS NUMEROS REALES
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Racionales l

Son funciones de la forma r(x) = pgg donde p y g son funciones
polindmicas y q(x) # 0.
EJEMPLO

. B 1

() =~
Dom (h) = R — {0} \
Im (h) =R — {0} T
— — x =1
Yy =7 y

Ecuacién de una hipérbola



| Otras Algebr'aicasl

Son funciones originadas a partir de realizar operaciones
algebraicas (suma, resta, multiplicacion, division, potenciacion y
radicacion) sobre la variable independiente.

EJEMPLO

m(x) = Vx
Dom (m) = |0, 00)
Im (m) = [0, o)

y =+x ye =x

Ecuacidn de una rama de una pardbola horizontal
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Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay

B Facultad de
FCAYF Ciencias Agrarias
y Forestales



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
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Ejemplos:

v’ Dada f(x) = x* — 3. {Cudnto es f(—2)? ¢Para qué
valor de x es f(x) = 1?

xX+3
x2-1°

v' Determinar el dominio de g(x) =

v Determinar el dominio de h(x)=+v4-—x?2 .
Graficar la funcion y determinar la imagen.

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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Ejemplos:
v' Dada la grdfica siguiente, determinar el dominio y la imagen:
vy
3 A
N i
/
/ .
3 | }O[ 1 5 X

Vi

(; U - de 3dmalr:i1:§?er;1 Pixabay
0 / X X
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Clase 20 — Martes 22/8
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica

19 14-ago Tema 10: Funciones. Introduccion Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 1

Tema 10: Funciones: exponencial y

20 21-ago o
logaritmica

Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 1

21 28-ago Tema 10: Funciones: trigonométricas Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 2
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/ La clase Funcion

pasada vimos...

Dominio

e
=
_tmesen

Imagen

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay

ISeguimos
con estoll
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- Ya vimos | Polindmicas |

algunas...

L Racionales ]
/ | Algebraicas I

iISeguimos a
\\ partir de acdll
W\ el
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La leyenda del tablero de aje

Cuenta la leyenda que hace mucho tiempo reinaba en cierta parte de
la India un rey llamado Sheram.

En una de las batallas en las que participo su ejército perdid a su hijo,
y eso le dejo profundamente entristecido. Nada de lo que le ofrecian
sus subditos lograba alegrarle.

Un buen dia un tal Sissa se presento en su corte y pidioé audiencia. El
rey la aceptd y Sissa le presentd un juego que, aseguro, conseguiria
divertirle y alegrarle de nuevo: el ajedrez.
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Sissa le entregd un tablero con sus piezas y le enseno a jugar.
Comenzaron a jugar y el rey se sintio maravillado: su pena desaparecio
en gran parte.

El rey agradecido le dijo a Sissa que como recompensa pidiera lo que
deseara.

Sissa le pidié como regalo “algunos”
granos de trigo... pero é{cuantos?
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Pidio: un grano de trigo por la primera casilla del tablero del ajedrez,
2 granos de trigo por la segunda,
4 granos de trigo por la tercera,
8 granos de trigo por la cuarta,
16 granos de trigo por la quinta,
32 granos de trigo por la sexta y asi sucesivamente ......

El rey en un principio se ofendid porque pensd que estaba
despreciando su generosidad pidiendo algo tan simple.

Facultad de 7 2}*“% UNIVERSIDAD
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Matematica

El rey le pidid a los matematicos del que calculen cuantos granos de
trigo debian entregarle a Sissa y se lo dieran.

La conclusion fue que era imposible cumplir &
semejante deseo. En todos los graneros del reino no ""
existia la cantidad de trigo que exigia Sissa. Hasta los
graneros del mundo entero eran insuficientes

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Pero ... ¢Cuantos granos son?
No parecen tanto...
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Veamos

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

29 granos = 512 granos
225 granos = 33.554.432 granos
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— iHacemos la cuenta?

| =204+20 422+ 23 + 24 + 20420427 + - + 2%
s o0 e Autorcesconcigo s eencn ccovne = 1. 3.446.744.073.709.551.615 granos de trigo

ND

Cuanto tri i
cLUaNto trigo es:
ﬁ&'
I; L

25.000 granos de trigo ‘ 1 kg de trigo

18.446.744.073.709.551.615 granos

s 737.869.762.948.382 Kgo .
737.869.762.948 Tn u e
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La estimacion de produccion de trigo para la cosecha 2013-2014 fue de:

Union Europea
China

India

Estados Unidos
Rusia

Canada
Australia
Pakistan
Ucrania
Turquia
Kazajstan

Iran

Argentina
Egipto
Marruecos

Uzbekistan

142 896 000 T'm
121 000 000 T'm
92 460 000 T'm
57 536 000 T'm
54 000 000 T'm
31 500 000 T'm
25 500 000 T'm
24 000 000 T'm
22000 000 T'm
18 000 000 T'm
17 000 000 T'm
14 500 000 T'm
12 000 000 T'm
& 800 000 T'm
7000000 T'm
6 700 000 T'm

/2

Imagen de Syaibatul Hamdi en Pixabay

737.869.762.948 IT'm

= 1.044 arios
708.891.000 Tm/ afio

-
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El numero de granos de trigo para cada casillero crece muy
rapido porque sigue una ley exponencial.

Es decir:

Si definimos una funcion de modelice la cantidad de granos de trigo
correspondientes a cada casilla, definiendo |a variable x como cada

una de las casillas y la funcion f(x) como la cantidad de granos de
trigo correspondiente a la misma. Entonces:
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., 5X
Domf =R . <5>x
Im f = (0, ) : &
6

[a > 1] 0 4 (E)




VORE eme>o () () )

Domf =R @)

Im f = (0, )

a<1] D




Miramos fuerte...

Imagen de Christian
Dorn en Pixabay

Imagen de Peggy und Marco 3 4
Lachmann-Anke en Pixabay
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Se parecen...
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f(x) =e* (e =~ 2,718281828...)
Domf =R

Im f = (0,00)




g(x) = In(x) (logaritmo con base e)

¥
Dom g = (0, ) .
Img==R

. in1=0
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a N\
et =y

es equivalente a
x = Iny

elnx — Ine* = x

/ g(x) = In(x)

3 4 5 ¢ DOmg=(O,OO)

iRepasar

propiedades de
logaritmos y

exponenciales!




Ejemplos:

Determinar el dominio de:

1)
2)

3)

4)

f(x) =In(Bx+ 1)

glx) = e¥**1

h(x) = =
xX—2

m(x) - In(x+1)

Matematica

FCAYF
e

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

Facultad de
Ciencias Agrarias
y Forestales



https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

i Ahora vamos a
trabajar con el
GeoGebra!

.
*
. *
Imagen de Peggy and Marco Lachmann- .,
i GeoGebra
.



https://www.geogebra.org/m/sk7ck8yh
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

——

\\ | g Ena)nc;;::.

N

\

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

f(x) —) f(x + a@)  Traslacién horizontal |
f(x) m— f(x)+ a . Traslacién vertical |
F(X) — af (x) | Dilatacion en'y |

f(x) m— f(ax) | Dilatacion en x |



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Ejemplos:

Determinar el dominio, graficar y
determinar la imagen de las
funciones:

a) g(x) =In(x + 8)
b) f(x) = 2e*> + 4
c) hix) =vx—1-2

Matematica

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

Facultadde B} universiDAD
FCAYF Ciencias Agrarias H Sk NACIONAL
y Forestales 57/ DE LA PLATA


https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

iiMas applets Dejamos algunos applets para seguir
en GeoGebral!l trabajando con desplazamientos y

dilataciones de funciones:

: | 2 5"‘&*‘:?:
Imagen de 3dman_eu en Pixabay ° ° 7 qe
Funciones hiperbdlicas ‘

.I ".nl-l

@&


https://www.geogebra.org/calculator/fvuvezzg
https://www.geogebra.org/m/estxuytz
https://www.geogebra.org/calculator/nyad6ymc
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Unir, si corresponde, la expresion de
la funcion con su grdfica:

Matematica

Vi

a) f(x) =—Inx 1.0) :
() 1 X
b) f(x) =2+ Inx _— .
c) f(x) =In(2 —x) o
21 £ N
d) f(x) =In(x — 2) ol 1 -
e f(®) =In(—x)
: vy o V y
“ :
| (3, 0)
T vl N
- '. -~ 0 '] I 3 X 0
|

i Y


https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

a - ~ Polindmicas |

Seguimos... n
: L Racionales ]

/ | Algebraicas I

\\
W\

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

| Funciones a trozos I

(fix) x€l
fz{x) x§12

fu®) x€l,

Son funciones de la forma f(x) = «

¢Dominio? ¢Grafica? ¢Imagen?

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

E==== FPycultad de
FCAYF Ciencias Agrarias



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Matematica

| Funciones a trozos l

(2sen(x) x <0
Ejemplo:  Seaf(x) ={ x+5 0<x<l1
_ In(x) x>1

Determinar el dominio, graficarla y
determinar la imagen

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias



https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica

De acuerdo a la siguiente grdfica, proponer una expresion de la funcion sabiendo
que una parte es una rectay la otra parte una pardbola. Determinar el dominio y
la imagen.

5 ¥ e
v
4
3
2
1
¥ Imagen de Peggy und
Marco Lachmann-
4 3 2 1 0 1 2 Anke en Pixabay

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

/\ UNIVERSIDAD
Resmg) NACIONAL
S’/ DE LA PLATA



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

| Funcion Valor absoluto l

_ ) x x=0
f(x)—lxl—{_x =
Domf =R
Im f = [0, o)

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias




Matematica

Clase 21 — Martes 29/8

E===E Facultad de
FCAYF Ciencias Agrarias
y Forestales




Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
19 14-ago Tema 10: Funciones. Introduccion Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 1
Tema 10: Funciones: exponencial
20 21-ago e P Y Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 1
logaritmica
21 28-ago Tema 10: Funciones: trigonomeétricas Trabajo Practico N°8: Funciones - Parte 2

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

i

4 n B UNIVERSIDAD
NACIONAL

DE LA PLATA




Funciones

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

UNIVERSIDAD
NACIONAL
DE LA PLATA




Vimos...

! La clase pasada | >
Funcion

Dominio

Imagen I

Grafica

iiSeguimos TipOS de
con esto!! funCiones


https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica

a Ya vimos

algunas... " Polindmicas |

L Racionales J

| Algebraicas I

Exponenciales

Logaritmicas

iiSeguimos a
partir de acall

Trigonométricas

| A trozos l


https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Funciones Periodicas

En la naturaleza y en tu entorno habitual hay fenémenos que
se repiten a intervalos requlares, como el caso de las mareas,
los péndulos y resortes, el sonido...

Las funciones que describen este tipo de fenémenos se llaman
funciones periddicas.

Pensemos un ejemplo cotidiano de
@ A funcion periodica...

—

\ - - ::'

l

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND


http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Funciones Periodicas

Se cortd la luz en casa y se
desprogramao el reloj de microondas...
> W entonces me puse a pensar en la horay
Imagen de Pegey und Marco en como se repiten cada dia ...

- Se podria definir una funcién que dé la hora en funcién de los
segundos (o minutos) transcurridos desde un instante arbitrario...

Si lo configuramos
# Pensemos... ¢cémo seria esa funcidn? pp en modo 12Hs .

- Con los dias de la semana podriamos \ Si lo hacemos en
hacer lo mismo modo 24Hs ...

) Y con las fechas del mes..


https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Funciones Periodicas

Definicion formal

Una funcion f(x) es periddica si y sélo si existe un ndmero
T € R tal que:

fx))=f(x+T) VXER

Se llama periodo de f(x) al minimo valor del ndmero T que
cumple la definicion anterior.

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales




Funciones trigonométricas

Vamos a repasar:

« Como se miden los dngulos en

\ radianes
e CoOmo se definen las funciones
trigonométricas para un

tridangulo rectdngulo

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica

MEDIDA DE ANGULOS EN RADIANES

r: longitud del radio
L: longitud del arco de circunferencia

4 N\ OrdenadasA
El dngulo a en radianes es:
L
alrad] = — r ;
r
- J a S

Si el radio es uno, entonces la medida del Abscisas

dngulo a en radianes es la longitud del
arco de circunferencia.

Sir=1 = afrad] =L ‘

E=== Fycultad de
FCAYF Ciencias Agrarias

y Forestales




Matematica

CONVERSION GRADOS-RADIANES

La longitud de la circunferencia es: 2m - r
Entonces, el dngulo de giro completo medido en radianes es:

4 N

L 2.1 Ordenadas

alrad] = — = =2m

r r

\ y /
I 4 / >
Ademag, sabemos que un angulo - < cisas
de giro completo es 360°

PODEMOS CONVERTIR LOS GRADOS EN
RADIANES Y LOS RADIANES EN GRADOS




Matematica

Funciones trigonométricas

Circunferencia unitaria: es una circunferencia con r=1

P(x,y) es un punto cualquiera de la circunferencia

, )
« es el angulo que forma el segmento
OP con el eje x positivo

3 >

Repasamos las definiciones de las X
funciones ftrigonométricas en un
tridngulo rectdngulo




Matematica

Funciones trigonométricas

Circunferencia unitaria: es una circunferencia con r=1

cat opuesto

— — A
sen(a) hipotenusa Y Y
P(x,y)
cat adyacente 54 B .
cos(a) = — =X N ;
hipotenusa ( 7\ |
—>>
X
X
sen(x) vy
t — —
g(@) cos(x) «x




Funciones trigonométricas

éEntonces podemos encontrar el valor de las
funciones trigonométricas para cualquier
angulo conociendo las coordenadas del

. | punto P(x, y)?

—

[_:

Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND


http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Matematica

Funciones trigonométricas

[sen(a) = Y] [Cos(a) = x] [tg(a) _ 2 ]

¥

YA
Podemos conocer el valor del seno del dngulo
a mirando la coordenada y del punto P(x,y) / (x,y)
de la circunferencia N &
I )\
x| X

Podemos conocer el valor del coseno del
dngulo @ mirando la coordenada x del punto

P(x,y) de la circunferencia \




Matematica

Ejemplos:
1) Determinar para qué valores de x la funcion f(x) = sen(x) vale 0.

2) Determinar para qué valores de x la funcion f(x) = sen(x) vale 1.
3) Determinar para qué valores de x la funcion f(x) = sen(x) vale -1.

4) Repetir para la funcion g(x) = cos(x)

Y

sen(a) =y =

cos(a) = x X



https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

FUNCION SENO



https://www.geogebra.org/m/krsg9e2y

PERIODICIDAD DE LA FUNCION SENO

sen(x) = sen(x + 2mk) Siendo k un nimero entero

Se repite EL PERIODO DE LA
cada 2rn L/ FUNCION SENO ES: | I'=2m ‘

2T
2T

1
iyzn 31 /2 - /2 2 Wﬂ 51/ 2 3 7T/ 2 4
~1




FUNCION COSENO m



https://www.geogebra.org/m/suuqvrwq

PERIODICIDAD DE LA FUNCION COSENO

cos(x) = cos(x + 2mk) Siendo k un nimero entero

Se repite | EL PERIODO DE LA
cada 2i Ll/ FUNCION COSENO ES: | I'=2m ‘

2T
2T

2T y

&2 —2m —SWW/ 2 0 n ,\1/! 2 om 51/ 3m /2 4
=




PERIODO DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

2
Si f(x) = sen(Bx) entonces el periodode f(x)es: T = ?n

2
Si g(x) = cos(Bx) entonces el periodo de g(x) es: T = Fn

Yy y = sin(2z) y = sin (E)
2

y = sen(x) y = sen(2x)

y=sen()

? ¢Periodo?

Esta foto de Autor desconocido estd



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

AMPLITUD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Si f(x) = Asen(x) entonces la amplitud de f(x) es: |A]|

Si g(x) = A cos(x) entonces la amplitud de g(x) es: |A]

y = 2cos(x)

1

y = cos(x)

y=: cos(x)

Esta foto de Autor desconocido estd

f(x) = 2cos(x)
f(x) = 1cos(x)
f(x) = 0.5 cos(x)

/2

¢Amplitud?



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

FORMA GENERAL DE LASFUNCIONES TRIGONOMETRICAS

= TS
f(x)=A-sen(Bx+C)+D GeoGebra » -"F roa)

@t
{fg ®
"'ﬁ; « GeoGebra gkx)=A-cos(Bx+C)+ D

@"II'FJHJII

Veamos la forma general de las
-~ funciones trigonométricas y como
® influyen las constantes A, B, Cy D

S———


https://www.geogebra.org/m/rhnzn2sr
https://www.geogebra.org/m/sbedasbr
http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

? Entonces, ¢como influyen las

constantes A,B,Cy D en la grdfica
de las funciones seno y coseno?

(

S
_—_

l
l

Esta foto de Autor desconocido esta f(X) = Asen(Bx -I— C) -I— D f(X) — ACOS(B?C + C) + D

bajo licencia CC BY-NC-ND

l y =3sen(2x —m) — 4 I

[y = Sen(x)]



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

? Entonces, ¢como influyen las

constantes A,B,Cy D en la grdfica
&

de las funciones seno y coseno?
cutonmosmacoss f(x) = Asen(Bx + C) + D f(x) =Acos(Bx +C) + D

l y =3sen(2x —m) — 4 I

[y = Sen(x)] [y = Sen(Zx)]

(

N
_—

l
l

N /.



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

? Entonces, ¢como influyen las

constantes A,B,Cy D en la grdfica
&

de las funciones seno y coseno?
s s ™ f(x) = Asen(Bx + C) + D f(x) =Acos(Bx +C)+ D

l y =3sen(2x —m) — 4 I

[y = Sen(x)] [y = Sen(Zx)]

(

N
_—_

l
l

[y = sen(2x — m) ]



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Matematica

Entonces, ¢como influyen las
constantes A,B,Cy D en la grdfica
de las funciones seno y coseno?

(

&
tnis s f(x) = Asen(Bx + C) + D f(x) =Acos(Bx +C)+ D

l y =3sen(2x —m) — 4 I ,,

[y = Sen(x)] [y = Sen(Zx)]

(S
|

[y = sen(2x — m) ]

[ y = 3sen(2x — n)]



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Matematica

Entonces, ¢como influyen las
constantes A,B,Cy D en la grdfica
de las funciones seno y coseno?

(

7

a'\
[

de Auto

et S £ () = Asen(Bx + C

l y =3sen(2x —m) — 4 I

[y = Sen(x)] [ = sen(2x)

[y = sen(2x — m)

) |
J
|y =3sen(2x —m) |
]

[ y = 3sen(2x —m) — 4



http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

2(x @‘\[TRASLACK’)N HORIZONTAL]
flx) = @sen(@x m) — 4

[I3| = 3 AMPLITUD ]/ " PERIODO

- 21T
= — =T
\ 2 y,

am -ami2 =21 -3mi 2 - -T2 1U m amyi 2 2m ami 2

A

Y \//\/\V\

== Facuy Itadde
FCAYF Cien as Agraria

y For tles




Ejemplos:
v Dar dos expresiones distintas de una
funcion periddica de periodo m vy

il

amplitud 4.
< ‘y
v' Encontrar el periodo y la amplitud de - )
la funcidn g(x). ¢Cudl es la imagen? ‘r
g(x) = —3sen(7x) B

v" A partir de la grafica de f(x) = cosx,

graficar h(x):
h(x) = —2cos(2x —m) + 1

fz?% UNIVERSIDAD

t o NACIONAL
G2 DE LA PLATA

FCAYF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica

Ejemplo:

v De acuerdo a la siguiente grdfica,
determine el periodo y la amplitud la
funcidn:

VRN £\ /)

ol 2 1 Ommi2 S 11mi2 8 13mi2 7 1542 8

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===3 Facultad de 2
FCAvF Ciencias Agrarias ,é{.?ﬁ!’f NACIONAL
y Forestales S

) UNIVERSIDAD
ﬁ;- DE LA PLATA
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Matematica

Clase 22 — Martes 5/9

B Facultad de
FCAYF  Ciencias Agrarias
y Forestales




Cronograma

22

4-sep

Tema 11: Limite y continuidad

Trabajo Practico N°9: Limite y continuidad

23

11-sep

Tema 11: Limite y continuidad

Trabajo Practico N°9: Limite y continuidad

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales




Limites

B Facultad de

acult ) UNIVERSIDAD
FCAYF Ciencias Agrarias NACIONAL
y Forestales DE LA PLATA




* Las clases pasadas

Vimos...
Dominio

Funcion Grdfica
Imagen

Polindmicas
Racionales

Z Algebraicas
Tipos de funciones Exponenciales
n Logaritmo natural
A trozos Trigonométricas



Matematica

Hoy vamos a estudiar...
Dominio
Funcion Grafica

L Imagen
| LIMITES |




Matematica

DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

Se llama limite de la funcidon f(x) al valor L, si es que existe, al
cual f(x) se acerca, tanto como se quiera, cuando x se acerca

cada vez mads a un cierto valor a.

Veamos...

\.‘. -e"

® |

—

|

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND
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DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

f(x) tiende al valor L, cuando x tiende a a

[ lim f(x) =L J
X—a

i
Se lee: El limite de f(x)
cuando x tiende a a, es

| . ' ,
@ . iguala L




DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION

El lim f(x) = L es el valor al que se acerca la funcidn'y,
X—a

por lo tanto, en la grafica lo vemos en el eje y
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DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION ‘

Al analizar lim f(x) = L
X—a

X — a significa que x se acerca

mucho al valor a pero x #+a

i
Y

IEsto va a ser muy
dtil mds adelante!!




Matematica

| LIMITES LATERALES

Se llama limite lateral a:

4 )

4 )

X—-a x—-a’
Significa que x se acerca

a a por la izquierda
\_ y,

Significa que x se acerca

a a por la derecha
\_ J




LIMITES LATERALES

Si ambos limites laterales existen y son iguales,
entonces se dice que el

Si ambos limites laterales existen y son distintos,
entonces se dice que el

Si al menos uno de los limites laterales NO existe,
entonces el

Simbdlicamente:

lim f(x) =L siysélosi lim f(x) =L = lim f(x)
X—a X—a

x—at




Matematica

Esta foto de Autor desconocido estd

bajo licencia CC BY-NC-ND

fx)

Veamos un ejemplo

= ¥

Jim £ =2
Jim 00 =3

lim £G0) # lim £(x)

Entonces lirq f(x) NO EXISTE
X—

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
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( IVeamos algunos limites graficamente!

lim f(x) = L

0 ! L
limg(x) =L
x->a N\
Vi
lim h(x) = L !

X—a

En todos los ejemplos el lim de la

X—a

funcion dada, es igual a L




Matematica

’————"”/J s / . V)
| IVeamos algunos limites graficamentel

Vi

v g(x) lim g(x) NO EXISTE

3 .
14 . X—5
00 | 2 3 4 5 x

y
A

lim h(x) NO EXISTE J
X—

h(x)

W



IAhora vamos a ver como determinar limites

analiticamentel

En la mayoria de los casos se puede encontrar el valor del
limite simplemente reemplazando el valor de a en la variable

independiente x

Dos limites basicos:

limc=c
xX—a

limx =a
xX—a

7 ﬁ\ UNIVERSIDAD
AR NACIONAL
Seixr/ DE LA PLATA

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

s,



Matematica

PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Suponga que c¢ es una constante y que los siguientes limites existen:

lim f(x) y lim g(x)
Entonces:
Llim[f(x) + g(x)] = lim £(x) + lim g(x)

2. lim[f(x) — g()] = lim £(x) — lim g(x)
3.lim [cf (x)] = ¢ lim f(x)

4. lim[£(x)g(x)] = lim £(x). lim g(x)
[f(x) _ i i)
x—>a g

siel lim g(x) # 0

(x) llrrcll g(x) x—a

E===== Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias

y Forestales




Matematica

PROPIEDADES DE LOS LIMITES

Suponga gque c¢ es una constante y que los siguientes limites existen:

lim f(x) y lim g(x)

X—a xX—a

Entonces:

6.lim[f(x)"] = [lim f(x)]* donde n es un entero positivo
X—a X—a

X—a

7.1im Y/ f(x) = "\/lim f(x) donden esun entero positivo
X—a

E===2 Facultad de (>

A% UNIVERSIDAD
FCAvF Ciencias Agrarias B ﬁ

PRV NACIONAL
y Forestales e DE LA PLATA



Matematica
CALCULO ANALITICO DE LIMITES

Si f es una funcidén polinomial o racional y a esta en el dominio de

lim f(x) = f(a)

f, entonces:

Es decir que en estos casos se
puede calcular el limite evaluando
la funcién en el valor a

b A

Imagen de 3dman_eu en Pixabay FCAvF

E==22 pacultad de

P,
A ; . fﬁ\ UMNIVERSIDAD
Ciencias Agrarias {1&_@5 NACIONAL
y Forestales twm?/ DE LA PLATA
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Matematica

Ejemplos...

Calcular los siguientes limites:

limx3 —5x% + 3 =

x—1

3

lim — =
xX-2 X

lime*(x +4) =

xX—4

Senx

lim
-0 x+1

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

lim Iinx + x% 4+ x =
x—1

E===2 Fycultad de
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Ejemplos...

sif ={"G TP x=

xll@1 f(x)?.Graficar.

, iexiste el

Determinar si existe el }Cir% g(x),el )lcmi gx) vy el

lim g(x) y graficar g(x):

xX—2

,
1 x <0
X

9 =9x211 0<x<2
X + 3 x > 2

Em== Fhcul
FCAVF acultad de

Matematica

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica
LIMITES INFINITOS
f N
® _’.{_ 93£n>1 x—1 —

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

Regla:
Si se tiene un cocuen‘re f( ) donde

el denominador ’riende a cero cuando x tiende a a
e el numerador NO tiende a cero cuando x tiende a a

Entonces el limite del cociente NO EXISTE.

3
NO EXISTE lim )
x-1 x —1 x—>-2 x + 2

NO EXISTE
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Matematica

LIMITES INFINITOS

Sea una funcion f(x) definida a ambos lados de a (excepto
posiblemente en a).

Entonces:

« Si lim f(x) = o« significa que f(x) se hace cada vez mds

X—a

grande a medida que x — a
« Si lim f(x) = —oo significa que f(x) se hace cada vez mds

grande y negativa a medida que x — a

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias

PR UNIVERSIDAD
oSS NACIONAL




Matematica

LIMITES INFINITOS

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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LIMITES INFINITOS

Matematica

-1 (x) =253
f(x)—x_1 g x+2
———//-I
—1 +3
— lim = —00 —
x->1tx — 1 - xE£n2+x+2
’ —1 L x+ 3
= OO
xg?—x—l o x—lznz—x+2




Matematica

ASINTOTAS VERTICALES

DEFINIMOS..

Si se tiene que:

lim f(x) =4o0 — ¢ lim f(x) =400 —
x-a~ x—-at

Entonces se dice que la funcién f tiene una ASINTOTA
VERTICAL y es la recta vertical x = a.

Volvamos a las funciones anteriores... y miremos sus graficas...

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias

PR UNIVERSIDAD
H S8 U NACIONAL




ASINTOTAS VERTICALES

fo=— g(x) =22

Asintota vertical en x=1 Asintota vertical en x=-2



Matematica

Ejemplos...

Calcular los siguientes limites y decidir si las
funciones tienen asintotas verticales:

3
lim =
x—=0 x3 + 4x

_ 1
chl_r)ri (x—1)2+3_

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

)
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LIMITES CUANDO x TIENDE A INFINITO

/( MIREMOS ESTAS GRAFICAS DE FUNCIONES..
f@) 4 fe)4



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265

LIMITES CUANDO x TIENDE A INFINITO

fx)4

Jim f(x) = —oo P im fo

X—+00

o
X X




Matematica
LIMITES CUANDO x TIENDE A INFINITO

~ ENTONCES, SI LA VARIABLE INDEPENDIENTE TIENDE A
\, INFINITO..

Lo escribimos: lim f(x) ¢ xl_i)r_noof(x)

X—+00

e / ("“'\)."/-\xgglmf(x) . 7Y 3 tim oo
Estos limites /\/\/\ _
X X

NO EXISTEN ;

x) A
f() A, S () =k
Este limite K y =k

EXISTE /- ES ASINTOTA
_ HORIZONTAL de f
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Matematica

Ejemplos...

Calcular los siguientes limites:

_ 1
,}E’g‘o oXx2
_ 1
lim + 3 =

x—o (x —1)2

1
1. — 3 2 f—
xl—rj:lo xz(x TX )

. 3 2 —_— Imagen de 3dman_eu en Pixaba
lim x° + 5x“ 4+ 3 = pixabay
X—>00
=1 Facultad d
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Matematica
ASINTOTAS HORIZONTALES ‘

DEFINIMOS..

Si se tiene que:

lim f(x) =L 6 xl_i)r_noof(x) =L

X— CO

Entonces se dice que la funcion f(x) tiene una ASINTOTA
HORIZONTAL vy es la recta horizontal y = L.

Volvamos a las funciones anteriores... y miremos sus grdficas...




ASINTOTAS HORIZONTALES

¥

fo=— g(x) =22

Asintota horizontal en y=0 Asintota horizontal en y=1



Matematica

Clase 23 — Martes 12/9

B Facultad de
FCAYF  Ciencias Agrarias
y Forestales




Cronograma

22

4-sep

Tema 11: Limite y continuidad

Trabajo Practico N°9: Limite y continuidad

23

11-sep

Tema 11: Limite y continuidad

Trabajo Practico N°9: Limite y continuidad

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales




Matematica

LIMITES INDETERMINADOS

HASTA AHORA VIMOS...

limx3 —5x2 +3 =

Limites que se pueden resolver 1
directamente reemplazando. lim — =
xXx-2 X

In(x+2) x<-1

Usamos limites laterales Jim f(x) con: f(x) = { 241 x>—1

Limites de funciones del tipo % donde el denominador = .~ —1 _
x—1x—1

tiende a cero y el numerador NO tiende a cero

_ 1
Limites donde x tiende a infinito lim 7 =

FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

A% UNIVERSIDAD
AR NACIONAL
&8/ DE LA PLATA



Matematica

LIMITES INDETERMINADOS

PERO EXISTEN OTROS TIPOS DE LIMITES
EN LOS QUE TENDREMOS QUE REALIZAR
ALGUNAS OPERACIONES ..

2 ¢Qué propiedad v+ 1 @

o | podemos usar en este lim — 7=
= limite? ¥l Xt
Si son dos funciones que valen lo mismo en un intervalo I
YJI q
alrededor de a, salvo quizds en a. Es decir:
f(x) =g(x)paratodox €l,x # a

Entonces:

lim f(x) =lim g(x)
X—a X—a


http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND

x+1
lim

xX—— 1x2—1

x +—1

¢Qué propiedad podemos usar
en este caso?

¢Se acuerdan que dijimos que
x = a implicaba que x # a?

x24T
o, (x—l)(}/l-/

Valldo porgue
x#+—1

I 1
xl>m1 (X — 1)

Y
Se convirtio en

un limite que se
puede resolver
por propiedades

FCAvF

Matematica

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Ejemplos...

Calcular los siguientes limites:

I 3x
1m —
x—0x3 + 4x

I 3x—9_
xl—rg()—xz B

sen’x + sen (x) cos x

lim

X—TT Sen x Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Fycultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
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Matematica
LIMITES INDETERMINADOS I

Y o LOS LIMITES ANTERTORES SE LLAMAN
INDETERMINADOS..

Imagen de Peggy and Marco

Lachmann-Anke en Pixabay
\\
\ LY

Lo que significa que no se pueden determinar...

Y o VEAMOS ALGUNOS DE LOS TIPOS DE LIMITES
INDETERMINADOS QUE EXISTEN

Imagen de Peggy and Marco Forestal
Lachmann-Anke en Pixabay y Forestales
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LIMITES INDETERMINADOS

r :
TIPOS DE INDETERMINACION
(a puede ser cualquier ndmero real y también )

P 5 | Imfe=0ylimg=0 |

g(0) "y [ lim f(x) = ey lim g(x) = *oo |

lim f(x) = +ooylimg(x) =0 ]
xX—a xX—a

\[ lim £() = 0 y lim g(x) = +0 |
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LIMITES INDETERMINADOS

r ;
TIPOS DE INDETERMINACION
| (a puede ser cualquier ndmero real y también )

lim f(x) = +ooy lim g(x) = —oo
FOO) + g() ([ ]

[ lim f(x) = —coy lim g(x) = +oo]
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Matematica

Ejemplos...

Calcular los siguientes limites: -
3x .

lim — lim x3 —5x2 + 3 =

x—0x3 + 4x X—00

3¥ — 9 lim — (x3 + x) =

lim ——= =
x—39 — x?2 x—00 X2
. 3x
1m =
x-0x3 + 4x
2
1. Sen x + Sen (X) COS x Imagen de 3dman_eu en Pixabay
1m —

X—TC sen x
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CONTINUIDAD DE FUNCIONES

L ¥i Vi
.-ﬂ/ _..ri/-l-/ ._/
! = 1 : ! =X i =X
i i i
Vi Yi ’

-

I

A
| 1
) = = w
(=] o [=] (=] [=]




Matematica

CONTINUIDAD DE FUNCIONES

= VEMOS LA DEFINICION..

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

La funcidn f es continua en x = a si se cumplen las tres
condiciones siguientes:

1) Existe f(a)
2) Existe lim f(x)

3) lim f(x) = f(a)

La funcidn f es continua en un intervalo I si es continua
en cada punto del intervalo.
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Matematica

CONTINUIDAD DE FUNCIONES

y PROPIEDADES..

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Si f y g son funciones continuas en x=a y c es una
constante, entonces las siguientes funciones son también
continuas en x = a:

f+g
f—g
cf

fg

5 sig(a) #0

oA W N N
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Matematica

CONTINUIDAD DE FUNCIONES

ALGUNAS FUNCIONES QUE SON CONTINUAS

_as funciones polindmicas en todo su dominio.

_as funciones racionales en todo su dominio.

_as funciones algebraicas en todo su dominio.

_a funcidn exponencial en todo su dominio.

_a funcidn logaritmo natural en todo su dominio.
_as funciones trigonométricas en todo su dominio.

=
L 8
Imagen de Peggy

-~

and Marco

Lachmann-
Anke en Pixabay

NN X X X X

)

3 Estudiemos la continuidad
® | de otras funciones...

-
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CONTINUIDAD DE FUNCIONES

Ejemplos...

Estudiar la continuidad de la siguiente funcion en
t =0y graficarla:
(ot

e

t) =<1
w(t) —t+1 t>0
2

t<0

Estudiar la continuidad de la siguiente funcion en
todo su dominio y graficarla:

In(x) x<1

h =<1
(%) —+2 x>1
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
24 18-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
25 25-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
26 2-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico ) >Hudio , elerecimientoy
concavidad de funciones
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
27 9-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico Studio defcrecirmento’y

concavidad de funciones
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segundos es s(t) = 4.9t?%, donde s(t) se mide en metros.

Nos interesa determinar la velocidad de la pelota luego de 1 segundo, es

decir para t = 1.

s(t) = 4.

Imagen de GD) en Pixabay

Matematica
Velocidad promedio y velocidad instantdnea

Supongamos que se deja caer una pelota desde una cierta altura de manera
gue la funcion que describe |a distancia recorrida por la pelota, después t
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Matematica
Velocidad promedio y velocidad instantdnea

Si  nos interesa conocer la velocidad promedio entre dos instantes
cualquiera del recorrido de la pelota, tendriamos que calcularla como:

-
cambio en la posicion  s(t,) —s(t;) As

Uprom =

tiempo transcurrido B t, — tq At
\ y,

Si en cambio nos preguntamos coémo determinar la velocidad de Ia
pelota en un instante, es decir la velocidad instantanea, ya no tenemos
intervalo para utilizar en la expresion anterior...

¢Entonces?

iLA DIFICULTAD RESIDE EN QUE YA NO CONTAMOS
CON UN INTERVALO DE TIEMPO, PORQUE NOS

INTERESA SOLAMENTE UN INSTANTE!
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Matematica
Velocidad promedio y velocidad instantdnea

iijAproximamos la velocidad en un instante mediante velocidades
promedios en intervalos de tiempo cada vez mas pequeios, cercanos al
instante que se pide!! Calculemos la velocidad promedio, vy o, para

algunos de intervalos:

La velocidad promedio desdet = 1 hastat = 1,1 es:

Cs(L,D) —s(1) 49(1,1)2-4,9(1)% 1,029

_ — 10,29
Vprom 11-1 0.1 0.1

La velocidad promedio desde t = 0,9 hastat = 1 es:

s(1) —s(0,9) _ 49(1)*~49(09)* _ 0931 _

Yprom =709 0.1 01




Matematica
Velocidad promedio y velocidad instantdnea

La siguiente tabla muestra los resultados de calculos similares de la
velocidad promedio durante periodos de tiempo cada vez mas pequenos:

Intervalo de tiempo |Velocidad promedio (m/s)
1<t<]1,1 10,29
1<t<1,01 9,849
1<t<1,001 9,8049
0,999<t<1 9,7951
0,99«t<1 9,751
0,9<t<1 9,31

Parece que, a medida que acorta el periodo de tiempo, la velocidad
promedio es cada vez mds cercana a 9,8 m/s.

La velocidad instantanea cuando t = 1 se define como el valor del limite

de estas velocidades promedio cuando el At — 0, es decir cuando t, — t;.




Matematica

Velocidad instantdnea ... La derivada

La velocidad instantanea en t = 1 se define como el valor del limite de
estas velocidades promedio cuando el At — 0, es decir cuando t, — t;.

IYa sabemos ' Llamamos v(t) a velocidad instantanea de
calcular este limite! la pelota, en el instante ¢:
Lo hacemos...
/ s(tz) —s(1)
v(l) = hm
ty— t, — 1

\\ :

En matematica, llamamos a este limite DERIVADA DE LA
FUNCION s(t) EN t = 1.

)
E==== Facu Itad de
Imagen de Peggy and Marco FCAYF Ciencias Agraria
Lachmann-Anke en Pixabay ‘ y Forestales
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Matematica

Velocidad instantdnea ... La derivada

. Vprom Uprom
iTambién desdet =1 desdet = 1
podemos hastat =t, hastat=1+nh

escribirlo asil l l
/ S SIS S

e T l R

Tomandoat, =1+h

\

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Definicion de Derivada

iDefinamos formalmente
DERIVADA de una funcion!

Imagen de Peggy
g and Marco
‘ Lachmann-

Anke en Pixabay

Dada una funcién f (x), se define la funcién derivada de f(x), al siguiente

limite, si este existe:

NOTACION F(x) = df L Fm fle+h)— f(x)

dr, h—}DHh_j

Cociente de Newton o cociente incremental

En términos del problema inicial es la
velocidad promedioentre xy x + h I

FCAYF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica

Definicion de Derivada

Ejemplo 1: F

Determinar la derivada, usando su definicion,
de:

1) f(x)=x?

2) g(x)=2x+3

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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tematica
Interpretacion Geométrica. La recta tangente

iAhora veamos la interpretacion
geomeétrica de la derivada!

ke en Piaba o df [ fe+h) = f(x)
“ Fo) =g = i,lif%[ h ]

fle+hr - - - — _ _ I ‘

— f(x) Cociente de Newton

\ 4

Pendiente de la recta
secante en los puntos

N el ' (%, F(0)) v
Y (x+h f(x+h)
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tematica
Interpretacion Geométrica. La recta tangente

Si h tiende a cero, entonces x + h se acerca a xy f(x + h) se acerca a
f (x), entonces se van modificando las pendientes de las rectas secantes.

Pendiente de |a recta
tangente a la grafica de f £l e df I fle+h)— f(x)
_ por el punto (x, f(x)) ) () [F dr hino h

Fla 4 pTm— 7 ‘

_____ Cociente de Newton

., -
flx)- < NN T R N ‘

Pendiente de la recta
secante en los puntos

(x. f(O)y
- (x +h f(x+h))




tematica

Interpretacion Geométrica. La recta tangente

-

4-"._
® |

B —

" iEntonces? () = df _ o, fEth) — flz)

dr h—s0 h

Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND

El valor de la derivada de la funcidon f en x,, es decir f'(xy), es la
pendiente de la recta tangente a la grafica de f por el punto (xo,f(xo)).

Como la ecuacion de una recta es:

[ Y = Yo =m(x = xo) ]

La ecuacion de dicha recta tangente es:

f(xo)r

' y — f(x0) = f'(x0)(x — xp) P

Yo m
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tematica

Interpretacion Geométrica. La recta tangente

Ejemplo 2:

v Determinar la ecuacion de la recta tangente
ala gréficade f(x) = x?enx, = 2yde
g(x) =2x+3enx, =5.

v’ Graficar ambas funciones y las rectas
tangentes encontradas.

O Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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¢ Por qué nos interesa
encontrar la recta
tangente a la grafica de
una funcion?

¢ Esto tendra
alguna utilidad?

—

Esta foto de Autor desconocido esta bajo licencia CC BY-NC-ND
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La recta tangente como aproximacion lineal de f(x)

La recta tangente es una recta que
solamente toca a la grafica de la
funcion en el punto de tangencia (es

\ Lmﬁmdﬁyd—b decir la toca, pero no la cruza)

éPero qué tiene de especial la recta
tangente? ...

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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La recta tangente como aproximacion lineal de f(x)
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La recta tangente como aproximacion lineal de f(x) ‘

W b / Mientras mas zoom le hacemos a la imagen, mas parecidas

W son las graficas de f(x) y de la recta tangente a la grafica de
| f(x) en el punto P(xo,f(xo))

de Samancu De hecho, dicha recta tangente es, de todas las \ |

en Pixabay

rectas que existen, la que mas se parece a f(x)
para valores de x cercanos x, 4

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Por lo tanto, se puede aproximar la

funcion f(x), para x cercanos x,, 4 | Esto se conoce como
mediante la funcion lineal L(x) ~ aproximacion lineal de
cuya grafica es la recta tangente a | f(x), alrededor de x,

f(x) en el punto P(xo,f(xo)).
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La recta tangente como aproximacion lineal de f(x)

Ejemplo 3:

v' Encontrar una aproximaciéon lineal a la funcién
h(x) = x? — 3 alrededor de x, = 1.

v' Graficar la funcion y su aproximacion lineal.

AN

éiPara qué intervalo de valores x consideran que
esta es una buena aproximacion de la funcion h(x)?

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay
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La recta tangente como aproximacion lineal de f(x) P

Recién dijimos que la recta tangente a la grafica de f(x) en el

punto P(x,, f(x,)) es, de todas las rectas que existen, la que

mas se parece a f(x) para valores de x cercanos x,

¢ Pero esto sera
cierto siempre?

iiVamos al GeoGebra!! ﬁ O
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Matematica

Derivada de una funcion

s(t) = 4, 9t?

En el problema inicial nos interesaba
determinar la velocidad de la pelota
luego de 1 segundo.

Analiticamente: calculamos la
derivada de s(t)en t=1 y de esa
manera determinamos la velocidad
de |la pelota luego de 1 segundo.

Graficamente: podriamos estimar la
pendiente de la recta tangente a la
grafica de s(t)en t =1.
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F® Se estima que t
semanas después de la
irrupcion de un virus en
una plantacion de
durazneros, el numero
de arboles infectados,
f (t), puede calcularse a
través de un modelo
matematico, dado por
t la funcidén cuyo grafico
es el mostrado en Ia
imagen.

Cantidad de arboles infectados

14 15 16

Semanas

De acuerdo al grafico:

e ¢la velocidad media de contagio del virus en la plantacion de durazneros entre las
semanas segunda y quinta es mayor o menor que entre las semanas séptima y la
décima?

e (¢En qué semana estiman que fue mayor la velocidad (instantanea) de contagio del
virus?

e ¢Qué sucede con los contagios a partir de la semana 14? ¢Cuanto es la velocidad
instantanea de contagios a partir de dicha semana?



La siguiente grafica muestra la cantidad total de gasolina medida en litros, A, en
el tanque (de gascilina) de un tractor después de haberlo conducido por t horas.

E

16}

{0 |
_I:_J':_':-'_-_..._;. I

T K T 8 9 a0

_;. <1 | L 1
o
. -] .-i- 3 4

 Determinen la velocidad media de consumo de gasolina entre las 4 y 6 horas de

haber conducido el tractor.
 La velocidad de consumo fue mayor a la hora o a las cuatro horas de haber

conducido el tractor.
* Si conocieran la expresion de la funcion que modeliza la situacion, écomo harian

para responder los dos puntos anteriores?

[}



Si la siguiente es la grafica de una funcion f:

e ¢Esmayor f'(—2) o f’(0)?

« ¢Es mayor f’(6) o f'(8)?

e ¢Qué relacion hay entre f'(—=1) y f'(1)?
e ¢Qué sucede en el Intervalo (2,3)? ¢éY en el intervalo (7,9)?

Sy
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Matematica
. Existencia de la derivada I

Pensemos...
- ¢ Qué significa que una funcion f(x) sea
( derivable en un punto x = x?

Esta foto de Autor des cido esta
bajo licencia CC BY- NC ND

Que f(x) tenga derivada en x,

Es decir....

Que exista el lim [ o th)=f (%o)
h—0 h

Y geométricamente...

Que exista una recta tangente a la grafica de la funciéon f(x)
por el punto (x,, f (xp))


http://tacograferos.blogspot.com.es/2012/10/periodos-indeterminados-el-signo-de.html
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/

Matematica

Existencia de la derivada

>3 ¢Y cuando una funcion f(x) NO
& /_(_ es derivable en un punto x,?

Analiticamente Graficamente

Si NO EXISTE el Si No EXISTE una recta

 Flrgth)—f(xo) tangenjc,e a la grafica de

}ll_r)r(l) W la funcion f por el punto
(Xo, f(xO))
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Matematica

Existencia de la derivada

Veamos un TEOREMA que sirve para saber si una
funcion es derivable en un punto

Teorema:

Si f es derivableen x = x, = f es continuaenx = x,

Existen funciones que son continuas y NO son
derivable en algun x = x,,.

Si f es NO es continuaen x=x, = f NO es
derivableen x = x,,

SI VALE -
_!/ ‘
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Matematica
Existencia de la derivada I

Graficamente

2

La “recta tangente”

en X, es una recta /
vertical !
Es discontinua /

en Xy

-2

Punto anguloso

Punto anguloso



Matematica
Existencia de la derivada

Entonces... si queremos determinar si una funcion

es derivable (que tenga derivada):

* Si la funcidn no es continua en un punto, entonces la

funcion no es derivable en ese punto.

e Sila funcidon es continua, debemos calcular el limite del

cociente de Newton en el punto que nos interesa.

— Si el limite existe, f es derivable en el punto.

— Si el limite no existe, f no es derivable en el punto.



Matematica
Existencia de la derivada

¢Hay algun valor de x para el cual la funcion no es
derivable?
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Matematica

Clase 25 — Martes 26-9
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
24 18-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
25 25-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
26 2-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico ) >Hudio , elerecimientoy
concavidad de funciones
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
27 9-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico Studio defcrecirmento’y

concavidad de funciones

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

f\ UNIVERSIDAD
H 298 1 NACIONAL
G2/ DE LA PLATA




Matematica

Repaso: La Derivada

iRecordemos!

Si f es una funcidon y x un nudmero en el dominio de f,

s €Ntonces la derivada de f en x se define como el siguiente
ke enhabay limite, si existe:
(fx+h) - fx)
i
h—0 h
Derivada Cociente de Newton

Pendiente de recta tangente Pendiente de recta secante

Velocidad instantanea o velocidad Velocidad media
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Matematica
Repaso: La Derivada

/Su;;g:’nZS que gqueremos
' calcular las derivadas de las
siguientes funciones...

Esta foto de Autor desconocido esta
bajo licencia CC BY-NC-ND

f(x) =20x> — 4x3

20x° — 4x3
x—3

g(x) =

E====  Fjcultad de
FCAYF  Ciencias Agrarias
y Forestales

f‘\ UNIVERSIDAD
b Ll NACIONAL
&8 DE LA PLATA
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Matematica

Reglas de Derivacion

—

La derivada de una funcion constante

Si f(x) =k, entonces f'(x) =0
La derivada de la funcion identidad

Si f(x) =x, entonces f'(x) =1

La derivada de una constante por una funcién

Si f(x) es una funcidn derivable y k es un constante, entonces:
(k-f)'(x)=k-f'(x)

La derivada de una funcidn potencia

Si f(x) = x", siendo r un numero real distinto de cero, entonces
f'G) =r-x""




Matematica

Reglas de Derivacion

La derivada de una suma

Si f(x) y g(x) son funciones derivables, entonces

(f+9) ()= f'(x)+g'(x)
La derivada de un producto

Si f(x)y g(x) son funciones derivables, entonces

(f-9)' ()= f'x)-gl)+ f(x) g (x)
La derivada de un cociente

Si f(x)y g(x) son funciones derivablesy g(x) # 0, entonces

(f)' ) g9(0) = f(x) - g' (%)
e (x) — 2
g g=(x)




Matematica

Reglas de Derivacion

iiiAhora S| derivemos las
funciones anteriores usando T—
las reglas enunciadas!!! “

Ejemplo 1:

Determinar la derivada de las siguientes funciones:

f(x) =20x> — 4x3

20x° — 4x3
(x) — Imagen de 3dman_eu en Pixabay
g x—3

s
() Q\; UNIVERSIDAD
Rz i) NACIONAL

e/ DE LA PLATA

E====1 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica

Derivadas de algunas funciones

E===E phcultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

@R, unvERSIDAD




Matematica

Derivadas de algunas funciones

iiiY ahora derivemos mas
K o

funciones!!! ’ p

Ejemplo 2:

Determinar la derivada de las siguientes funciones:

f(x) = 20x73 — 41In(x) + cos(x)

g (x) —_ Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E====E Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
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Matematica

Derivadas de algunas funciones

Ejemplo 3:

Encontrar la recta tangente de la siguiente funcidn en

f(x) =2cos(x)+1

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E====1 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

P
2'7.:'-;‘[;;‘; UNIVERSIDAD
b 298 NACIONAL
k:?"";f DE LA PLATA
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Matematica

Clase 26 — Martes 3-10

E==== Fycyltad de 7
FCAYF Ciencias Agrarias Ejl 0
y Forestales ;



Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
24 18-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
25 25-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
26 2-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico ) >Hudio , elcrecimientoy
concavidad de funciones
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
27 9-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico Studio defcrecirmento’y

concavidad de funciones

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

f\ UNIVERSIDAD
H 298 1 NACIONAL
G2/ DE LA PLATA




Matematica

Reglas de Derivacion

I\—

iLa semana pasada vimos algunas reglas de

derivacion!
e Vimos la derivada de...
La funcidn constante fx)=k=f'(x)=0
La funcién identidad f)=x=f'(x)=1
La funcion potencia (x") =r-x"1

Una constante por una funcion (k- f)'(x) =k - f'(x)
La suma de dos funciones f+9)'(x)= f'"(x)+gx)
El producto de dos funciones (f : g)'(x) = f'(x) - g(x) + f(x) : g'(x)

El cociente de dos funciones ( ) (x) = f1x)-g(x) (f)(x) g'(x)
g2%(x
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Matematica

Reglas de Derivacion

Mgamos que

gueremos calcular la

| derivada de la siguiente
® funcion...

—

l

Esta foto de Autor desconocido estd bajo licencia
CCBY-NC-ND

h(x) = (8x3 + 5x2 + 3)1/3

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

E==== Fycultad de
FCAYF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica
Composicion de funciones

h(x) = (8x3 + 5x° + Es una funcion

— .

iDefinimos!
/

compuesta

Dada dos funciones f y g, lamamos COMPOSICION de f con
g a la funcion obtenida por la aplicacion sucesiva de f y g, en
ese orden. La denotamos como gof o g(f(x)):

(gof)(x) = g(f (x))

gof
ran N
x —— f(X) — g(f(x))

Representacion esquematica de la
funcién compuesta gof FCAIF Clencias Agrarias

y Forestales
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Matematica
Composicion de funciones

h(x) = (8x3 + 5x2 + 3)1/3

iVeamos quiénes serianfy g en
este caso!

gof
/ ‘\
x — f(x) —— g(f(x))

Representacion esquematica de la
funcion compuesta gof

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica
Composicion de funciones

/——:””

éY como se determina el dominio

":; de una funcion compuesta?
® |
Estatotade utor desconoci et [ Dom (gof) = {x € Dom(f ): f(x) € Dom(g)} ]
#

9(f(®)

gof
/ \ ¢Cudl es el dominio de
h(x) = (8x3 + 5x2 + 3)1/3?
x — f(X) — g(f(x))

Representacion esquematica de la
funcion compuesta gof
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Matematica
Composicion de funciones

/ Ya calculamos dominios de
funciones compuestas antes...

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Ejemplo:

v' Encontrar el dominio de la funcién compuesta
h(x) = In(x? — 4)

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay

E===3 Facultad de 2
FCAvF Ciencias Agrarias {e?fi\’a NACIONAL
y Forestales \--ﬂ-"

B UNIVERSIDAD
&y ‘*E DE LA PLATA
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Composicion de funciones

ity : éPero... como calculamos la
‘i derivada de la funcidon?

Esta foto de Autor des
bajo licencia CC BY- NC ND

h(x) = (8x3 + 5x2 + 3)1/3

Donde h(x) = g(f(x))
Cong(x) = x3y f(x) =8x3 + 5x2 + 3

E===E fuey Itadde

FCAvYF Cien as Agrarias

y For tles

Matematica
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REGLA DE LA CADENA Matematica

Dadas dos funciones numéricas f y g de manera que puede
hacerse la composicidon gof y siendo funciones derivables en los
dominios convenientes, entonces la derivada de la funcidn

compuesta g(f(x)) esta dada por:

[ (gof)' (x) = g'(f () f'(x) J

g(f(x)

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales




REGLA DE LA CADENA

/ Ahora Si calculemos la

derivada de la funcion
(mediante la regla de |a

7 cadena...)

Esta foto de Autor des
bajo licencia CC BY- NC ND

h(x) = (8x3 + 5x2 + 3)1/3

Donde h(x) = g(f(x))
Cong(x) =x3y f(x) =8x3+5x%+3

E===E fuey Itadde

FCAvF Ciencias Agrarias

y For tles

Matematica
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REGLA DE LA CADENA

Ejemplos:

v' Encontrar las derivadas de las siguientes funciones,
utilizando regla de la cadena y otras reglas.

f(x) =20(e* +4)3—4In(x? + 1)

g(x) = /sen(x) + x3

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
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Matematica

REGLA DE LA CADENA

/ - e N G
iA pensar! "’"f}
Ejemplo: STy
v' Si sabemos que: v Calcular las siguientes derivadas
f(0) =4, f'(0) =-1 * (2f-9)'(0)
* (f—39)(0)

f(=3)=1,f'(-3) =2
g(0)=-3,g'(0) =5 , (;)’(O)
g(5)=-1,9'(5) =6 7

* (fog)'(0)
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Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay

APLICACIONES DE LA DERIVADA | s

iAhora vamos a ver cOmo se
puede aplicar la derivada a
algunos problemas de fisica!

E===== Facultad de

. PR UNIVERSIDAD
FCAvF Ciencias Agrarias h S M NACIONAL
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Matematica
Posicion - Velocidad - Aceleracion

Vimos el ejemplo de T
dejar caer una pelota... & H
£3

e Y dijimos que la distancia i
. recorrida por la pelota
~ puede representarse con

la siguiente funcién:

[s(t)=4,9t2 ]

o
s
Imagen de Peggy and Marco B2 Facultad de AR univERSIDAD
h FCAvYF Ciencias Agrarias .‘%ﬂg& NACIONAL
‘ y Forestales S/ DE LA PLATA

Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica
Posicion - Velocidad - Aceleracion

Veamos de donde sale
esa expresion y
pensemos en otros
ejemplos...

.

Esta foto de Autor desconocido estd bajo licencia CC BY-NC-ND

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

T
ifﬂ;? UNIVERSIDAD
RS NACIONAL
G2 DE LA PLATA
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Matematica
| Derivada Segunda, tercera, .. F

Supongamos que tenemos una funcién f(x) que es derivable...

La derivada de f es f'(x), que es una nueva funcién

Como f'(x) es una funcién ... se podria derivar, siempre
e e e e o et gue sea derivable...

a

A la derivada de f'(x) la llamamos derivada

segunda y la notamos como: f''(x)
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Matematica

Derivada primera y segunda en fisica

Si un objeto se mueve a lo largo de una linea recta (en una dimension)

y si llamamos s(t) a la posicion del objeto en funcion del tiempo,
entonces:

La velocidad del objeto es:  v(t) = s'(t)

La aceleracion del objeto es: a(t) =v'(t) =s"(t)

Ejemplo:

Un objeto viaja sobre una recta y su posicion esta dada por

s(t) = 7sen(t) donde t se mide en horas y s en kildmetros.

* Determinar en qué instante la velocidad del objeto es 2 km/h.

h S NACH
G2/ DE LA PLATA

* Hallar |la aceleracion del objeto a las 2 horas. FOAE Coutadde i ‘

TR UNIVERSIDAD
!5‘ ONAL
y Forestales 2




Matematica

Posicion - Velocidad - Aceleracion

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-
Anke en Pixabay

E===E phcultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica
Posicion - Velocidad - Aceleracion

MRU (Movimiento Rectilineo Uniforme) — Velocidad constante

W (7 d=0 Pensemos cémo
o deberia ser la funcion
v=cte posicion ...
1 i e—
o 5@

MRU

UNIVERSIDAD
h S o MNAL

FCAvF ClenmasAgrarias
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Matematica
Posicion - Velocidad - Aceleracion

MRU (Movimiento Rectilineo Uniforme) — Velocidad constante

Ejemplo:

Un objeto se mueve en la direccion del eje x con

velocidad constante e igual a 2m/seg

* Determinar la expresion de la posicion en

funcion del tiempo.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica
Posicion - Velocidad - Aceleracion

MRUV (Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado) —
Aceleracion constante

o a = cte Y ahora... ¢cémo
v(t) deberia ser la funcidn
i — posicién?

a(t)=a, = cte

v(t)=a, t+v, MRUV

a
s(t)=70-t2+vo-t+so
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Matematica

Posicion - Velocidad - Aceleracion

MRUV (Movimiento Rectilineo Uniformemente Variado) —
Aceleracion constante

. , . ~N
Ejemplo (caida libre) -
. . .lﬁ': -
Una pelota se deja caer desde una cierta altura H. La ;
aceleracidn del objeto es contante e igual a g = 9,8 m/seg? —tn &

e ¢Cuanto sera la velocidad inicial?

* Determinar la expresion de la posicion de la pelota en

funcion del tiempo.

Ojo con como se elige el eje y

el origen de coordenadas



https://pixabay.com/es/users/clker-free-vector-images-3736/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=34670
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=34670

Matematica

Posicion - Velocidad - Aceleracion

Ejemplo:

La posicion de un objeto estd dada por: s(t) = —4,9t* + 0,5t + 1,5,

donde t se mide en segundos y s en metros.

¢ Cual es la velocidad del objeto en funcién del tiempo?

¢ Cuanto es la velocidad del objeto a los 2 segundos?

¢En algun momento el objeto esta en reposo?

Determinar en qué instante la velocidad del objeto es 4 m/seg.
¢ Cual es la aceleracion en funcion del tiempo?

Hallar |a aceleracion del objeto a los 2 segundos.

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias

[P UNIVERSIDAD
h oSG8 NACIONAL




Matematica

Clase 27 — Martes 10 -10

E==EE Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
24 18-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
25 25-sep Tema 12: Derivada Trabajo Practico N°10: Derivadas
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
26 2-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico ) >Hudio , elcrecimientoy
concavidad de funciones
Trabajo Practico N°11: Estudio del imient
27 9-oct Tema 13: Aplicaciones de la derivada rabajo Fractico Studio defcrecirmento’y

concavidad de funciones

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

f\ UNIVERSIDAD
H 298 1 NACIONAL
G2/ DE LA PLATA




Matematica

APLICACIONES DE LA DERIVADA

iAhora vamos a ver como la

derivada nos da informacion

sobre ciertas caracteristicas
de una funcion!

Imagen de Peggy and Marco Lachmann-Anke en Pixabay
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Funcion CRECIENTE e

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo I € Dom(f), x;y x, €1

Funcidn creciente: si x; < x,, entonces f(x;) < f(xy)

Graficamente

f(x2)

flxz) f(x)

f(x1)




Funcién DECRECIENTE

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo I € Dom(f), x;y x, €1

Funcidn decreciente: si x; < x,, entonces f(x1) > f(x,)
Graficamente
Y Y

fE)f- ==
£

|
f(x2)

=
[N

=
N



Matematica

Funciones CRECIENTES Y DECRECIENTES

Definicion

Sea f(x) una funcién y sea I un intervalo contenido en el dominio de f

* f(x) es creciente en [ si:

f(x1) < f(xy) siempre que x1 < X>
(para cualquier x; y x5 en[)

* f(x) es decreciente en [ si:

f(x1) > f(x,) siempre que x1 < X5

(para cualquier xqy x5 enI)

E===2 Facultad de
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y Forestales




Funciones CRECIENTES Y DECRECIENTES |

Graficamente

LY

decrece crece decrece crece decrece

V'




Funciones CRECIENTES Y DECRECIENTES |

Graficamente

\ A AN J
Y Y- Y

decrece crece decrece




Funciones CRECTENTES Y DECRECIENTES |

iComo vamos a determinar si una funcion es creciente en

forma analitica?

f(x2)

e fe

f(x1)

Las pendientes de las rectas tangentes son positivas, entonces la
derivada es positiva, entonces la funcion es creciente.



Funciones CRECTENTES Y DECRECIENTES |

iComo vamos a determinar si una funcion es decreciente en
forma analitica?

f(x1)
f(x1)

f(xz2) f(x,)

Las pendientes de las rectas tangentes son negativas, entonces la
derivada es negativa, entonces f es decreciente



Matematica

" Funciones CRECIENTES Y DECRECIENTES

Teorema

Sea f(x) continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces:
* Sif’'(x) > 0en(a,b)entonces f(x) es creciente en (a, b) .
* Sif'(x) < 0en(a,b)entonces f(x) es decreciente en (a, b) .

y1 Ty

N 2y

\,.AY YW \Y YJ\YJ

decrece crece decrece crece decrece decrece crece decrece




Funciones CRECIENTES Y DECRECIENTES |

Ejemplo 1:

v' Determinar donde la funcién g(x) es creciente y dénde
decreciente de manera analitica.

v’ Graficar en GeoGebra y comparar.

gx)=x3+x*—x—2

: Imagen de 3dman_eu en Pixabay
ey )
S/ DE ATA
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Matematica
Mdximos y minimos locales

maximos locales

minimos locales

AP A

decrece crece decrece crece decrece



Matematica

Mdximos y minimos locales

maximo local

I
I
I
! !
| |
I |
! !
| |
! !
! !
I 1
|
' X
I
1
minimo local
_ A A J
decrece crece decrece = poos | g oo
p Concisarerias | (g oM,

e



Matematica

Extremos locales

—

Sea ¢ un numero en el dominio de la funcion f (x):
* f(x) tiene un maximo local en csi f (¢) = f(x) para todo Vx cercano a c.
* f(x) tiene un minimo localen csi f(c) < f(x) para todo Vx cercano a c.

* En cualquiera de los dos casos decimos que f(x) tiene un extremo local

enc.

maximos locales

iﬁ_ﬁ,ﬁ""a-\ = \\/ i \

minimos locales




1}
Imagen de Peggy
und Marco

Lachmann-
Anke en Pixabay

Matematica
Extremos locales

Miremos fuerte ...

¢Como podemos determinar los extremos locales de una funcion?

Las funciones pasan de ser crecientes a decreciente, o al revés.

maximos locales

-

\

Y

decrece

. D N,
Y Y A Y )k_Y_J Y Y Y

crece decrece crece decrece decrece crece decrece
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Matematica
Extremos locales

Imagen de Peggy
und Marco

Lachmann-

Anke en Pixaba¥

En los puntos de la grafica donde

hay un extremo local no hay recta

tangente porque la funcion no es
derivable.

En los puntos de la grafica donde
hay un extremo local, la recta
tangente es horizontal.
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Matematica
Puntos criticos

Un punto critico de una funcién f (x) es un numero ¢ _perteneciente al

dominio que verifica alguna de estas dos cosas:

* Si f(x) es derivable en c, entonces f'(c) = 0.

* f(x) no es derivable en c.

Lo vemos...

—
7 ﬂ\ UNIVERSIDAD
Resmg) NACIONAL
ot/ DE LA PLATA

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales

£y



Matematica
Puntos criticos
/ ¢Como se vera un punto critico en la
? grafica de una funcion?...

Son puntos criticos de
f(x) porque:

v’ pertenecen al dominio

vyf()=0
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Matematica
Puntos criticos

-~ ¢Como se vera un punto critico en la
grafica de una funcion?...

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Es un punto critico de f(x)

porque:

* pertenece al dominio
* y f(x) no es derivable en ¢ ~——

&%V

==

&EB) UNIVERSIDAD

E=== Facultad de %
N T

o NACIONAL
\“\"?’m‘*g DE LA PLATA

FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica
Puntos criticos

PROPIEDAD

Si una funcion continua f (x) alcanza un extremo local en ¢ entonces
c es un punto critico de f.

Pensemos ... équé significa esta

e propiedad?...

Si f(x) (continua) Necesariamente

estan en puntos
criticos

tiene extremos
locales

Esta foto de Autor desconocido estd
bajo licencia CC BY-NC-ND
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Matematica
Puntos criticos

PROPIEDAD

Si una funcion continua f (x) alcanza un extremo local en ¢ entonces
c es un punto critico de f.

Los puntos criticos NO necesariamente son extremos

/ \ Es un PC pero
no un extremo

|

|

|

' e

d—j 'f- Ioca I FCAvF E?grl'ljclztiggggrarias

y Forestales
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Matematica

Puntos criticos y Extremos locales

Ejemplo 2:

v" Determinar los extremos locales, si los tiene, de la
funcion g(x).
v’ Graficar en GeoGebra y verificar.

gx)=x3+x?—x—2

<7

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Puntos criticos y Extremos locales

Ejemplo 3:
v" Determinar los extremos locales, si los tiene, de la
funcion g(x).

v’ Graficar en GeoGebra y verificar.

X% —2x + 2
x—1

: Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===3 Facultad de 2
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Matematica

Clase 28 — Martes 17 -10
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
28 16-oct | Tema 13: Aplicaciones de la derivada cre-l;:ri?rk\)?ejr?tzrjcc:t;imoc:zla\lvoiilg;Ejzufii:c?oerlmes
29 23-oct Tema 14: Integrales Trabajo Practico N°11: Integrales
30 30-oct Tema 14: Integrales Trabajo Practico N°11: Integrales
31 6-nov Semana de Repaso
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Matematica
Aplicaciones de la derivada

La clase pasada vimos cémo
encontrar los intervalos de
crecimiento de una funcion
y sus extremos relativos, si

\ tiene.
)\
W\l

Veamos qué mas podemos
— conocer de una funcion a
partir de sus derivadas.

\\\-—f
Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica
Aplicaciones de la derivada

El grafico muestra la poblacion de abejas de Chipre criadas en un colmenar.
¢Como cambia la tasa de crecimiento de la poblacion con el tiempo?
écuando esta tasa es mas alta?

Finalmente, |la tasa de crecimiento PA
disminuye a medida que la oo
poblacién comienza a nivelarse
Numero de abejas 00T
(en miles)
40 +
Luego aumenta hasta alcanzar
su valor maximo alrededor de 20 1

las 12 semanas

9 12 15 18 1

Tiempo (semanas)

6

Al principio la tasa de
crecimiento es muy pequena



Matematica

Aplicaciones de la derivada

Pareciera ser de interés encontrar ese
punto en el que la tasa de crecimiento
alcanza su valor maximo

A partir de ese punto, la poblacidn

P ? sigue creciendo, pero la tasa
4 " (velocidad) a la que crece empieza a ser
Esta foto de Autor desconocido estd bajo licencia CC BY-NC- Ca d a Ve Z m e n O r

ND

=
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Jl Veamos como seria...

N

f y g son dos funciones crecientes en (a, b), pero lucen distintas...

Imagen de Peggy und Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

VA B VA B

La curva queda por encima de las
rectas tangentes.

La curva queda por debajo de las
rectas tangentes.

Cdoncava hacia arriba Concava hacia abajo


https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265

.

1 Lo mismo sucede con funciones decrecientes...
\ f y g son dos funciones decrecientes en (a, b) y lucen distintas...

Lachmann-Anke en Pixabay N

y
\

La curva queda por encima de las La curva queda por debajo de las

rectas tangentes. rectas tangentes.

Cdoncava hacia arriba Cdoncava hacia abajo
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Matematica

CONCAVIDAD

Definicion

Sea f(x) una funcién continua en un intervalo I,

* Sila grafica de f queda por arriba de todas sus rectas tangentes en

I, entonces f es concava hacia arriba en [.

* Sila grafica de f queda por debajo de todas sus rectas tangentes

en I, entonces f es concava hacia abajo en I.

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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CONCAVIDAD

>~

Cdoncava hacia arriba

y A B /\y

A

La derivada segunda es positiva



CONCAVIDAD

>~

Concava hacia abajo

VA B Y

A

La derivada segunda es negativa



CONCAVIDAD

Propiedad

* Siparatodo x en un intervalo / se tiene que f"’(x) > 0, entonces la
grafica de f(x) es cdncava hacia arriba en .

* Siparatodo x en un intervalo / se tiene que f(x) < 0, entonces la
grafica de f(x) es cdncava hacia abajo en .

|
Y ' Y
Céncava
para arriba para abajo

Coéncava Concava

para arriba

Cdncava para

|\

Matematica

Cdncava
para abajo

Céncava
para arriba




Matematica
Punto de Inflexion

Un punto de continuidad de la grafica de la funcion en el cual la

concavidad cambia de sentido se llama punto de inflexion.

Puntos de inflexion Puntos de inflexion

.

|
|
|
| 3
\ AL A A J '\ A A J
Y Y Y Y Y Y

Cdncava Cdéncava para  Concava Céncava Cdncava Céncava
para arriba abajo para arriba para abajo para arriba para abajo
f es continua en todos los valores f es continua en todos los valores
donde hay puntos de inflexion y donde hay puntos de inflexion, pero en

f”(x) =0, éPOR QUE? esos valores f”" no existe, ¢ POR QUE?



Matematica

Puntos de inflexidn y concavidad

Ejemplo 1:

v" Determinar intervalos de concavidad de la funcién
g(x) y los puntos de inflexion, si tiene, de manera
analitica.

v Graficar en GeoGebra.

gx)=x3+x*—x—2

O Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica

Puntos de inflexidn y concavidad

Ejemplo 2:

v" Determinar intervalos de concavidad de la funcién
f(x) y los puntos de inflexidn, si tiene, de manera
analitica.

v Graficar en GeoGebra.

x% —2x 42
x—1

flx) =

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales
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Matematica

Puntos de inflexidn y concavidad

. .fl Si la de abajo es la grafica de |la derivada de g, es decir, g’.

s deduor Determine los intervalos de crecimiento y decrecimiento de g, los extremos
cencia CCBENCAD locales si tiene, los intervalos de concavidad y los puntos de inflexion si tiene.
Luego, proponga un grafico de g.

l

E===2 Facultad de
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Matematica

Anadlisis completo de una funcidn

Analisis y grafica de una funcion

TODO JUNTO!!

*  Dominio.

* Continuidad.

*  Primera derivada.

* Puntos criticos.

* Intervalos de crecimiento y de decrecimiento.

*  Maximos y minimos locales.

* Segunda derivada.

* Intervalos de concavidad.

* Puntos de inflexion.

« Comportamiento de la funcion en el infinito y menos infinito (o lo que
corresponda de acuerdo al dominio de la funcion)

* @Grafica de la funcion.



Matematica

Andlisis completo de una funcion
X — 2

5
("1\ > ( "

gx)=x3+x

Dom g = R = (—0, )
Continuidad: la funcion es continua en todo su dominio por ser una funcion __
p0||némlca Imaljgneg'\cjlzr%ggy
Lachmann-
Comportamiento en el infinito g e
—> 0 —0 >0
1'%_300 ?oo 2 li 3%3 % 2 lim x3201+——i— =)= —©
Jim x® +x —x — —,I\x_l)r_noox (ge3+x3_yf"_x3)_x—’°° X2
1 5, 42
indeterminado 1
= lim x3( z) = 11mx3(1+——i— =)= ©
X—00 x§/ X3 3& X X—>00 x?  x3
1 x  x?

limx3+x?—x—-2=
X— 00
Por lo tanto, no hay asintotas horizontales
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Matematica

Analisis completo de una funcion

gx)=x3+x%—x—2 P .
AN
Dom g = R=(—0, o) , !
, Dom g' = R=(—0, ) Y
!/
g'(x) =3x*+2x—1 g’ es continua en todo su dominio por ser una funcién L
polindmica |
Imagen de Peggy
, L. und Marco
¢9 ' (x) =07  43x242x—1=0? x=-1yx=1/3 Puntos criticos A

g' es continuay no se anulaen (—oo,—1) U (—1, %) U (g, 00)

Entonces g’ mantiene el signo en esos intervalos

(—o0,—1) | -1 1 1 1
—1,— _ Z o
=13 3 G
VP ) 0 )
g’(VP) 7 1 4
Signo de g’ + ] N
Crecimiento de g crece g(-1)=-1 | decrece g(l)=_ﬁ crece
3" 27
f 7 o
maximo local minimo local 5 ~2,18
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Matematica

Analisis completo de una funcion

gx)=x3+x*—x—2 . @
~ )
Dom g = R =(—0, ) Dom g" = R = (—o0, ) T
//( ) — 6x + 2 g'' es continua en todo su dominio por ser una funcién L
g (x)=bx polindmica ragen e pesy
und Marco
¢g" (x) =07 i6x +2 =07 x=-1/3 poke o By

g'' es continua y no se anula en (—oo, — %) U (—%, ©0)

Entonces g’ mantiene el signo en esos intervalos

1 1 1
(—OO,—§) _§ (—§,oo)
VP -1 0
g"(VP) -4 2
Signo de g"' - !
Concavidad de g N g(— §)=-4—2; v 43~16
| 27

punto de inflexion
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Matematica

Analisis completo de una funcidn

gx) =x3+x?—x—2 Y v @
3 j - <
Dom g = (—o0, ) ~ )
Continua en su dominio T
lim x34+x?—-x—-2=- : Y
X==® Imagen de Peggy
: 3 2 und Marco
llm X + X —X — 2 = OO Lachmann-
X—>00 ’ Anke en Pixabay
(—o0,—1) 1 1
_11_ _I w
-13) | G x
crece decrece crece -3 2 o 10 i 1 2 3
T3 3
(-1,-1) Minimo local : : !
(3,-22) Maximo local A
3’ 27 . !
" " "= -43/27
(=0,=3) | (=3.) o)
3 3 -59/27 |- -
N U
1 43 : g -3
(—=-=2) Punto de inflexidn

3’ 27
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Matematica

Analisis completo de una funcidn

gx) =x3+x?—x—2
[)cn1]£7 — (——OO,(XD)

Continua en su dominio

lim x3+x%2—x—2=—003 22

X——00

=

limx3+x2—x—-2= o

X—00

(=00, —1)

L I

. 1 1 o
(— ;g) (5;00)

crece decrece crece

(-1,-1) Minimo local

il I I I

1 59 7 .
(=,-—) Maximo local
3’ 27

1 1
(—oo0, — §) (— 3 )

N U

L.
1 43 . ., e e e
(— 3,-27) Punto de inflexién e |
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Clase 29 — Martes 24/10
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Cronograma

Clase Semana Tema de la Semana Practica
28 16-oct | Tema 13: Aplicaciones de la derivada creti?ﬁ)ggtzrjcctgcni:lvc;(ljg;Ejzufii:(:?:rl]es
29 23-oct Tema 14: Integrales Trabajo Practico N°11: Integrales
30 30-oct Tema 14: Integrales Trabajo Practico N°11: Integrales
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MRU (Movimiento Rectilineo Uniforme) — Velocidad constante

y ¥ =0 .
1_), cte En clases previas
habiamos visto esto...
p——l
0 s(t)

MRU

Recordemos un poco
lo que conversamos....

Imagen de Peggy und Marco m Facultad de
Lachmann-Anke en Pixabay Ciencias Agrarias
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Matematica
La integral indefinida

Sea f(x) continua en un intervalo I. Se define la integral indefinida o
primitiva de f(x), y se nota [ f(x)dx, a una nueva funcién F(x) tal

que:

[ rdx=r = Fe0 = £

.

[La integral indefinida es |la operacidn inversa de la derivada}




Matematica

Cdlculo de algunas integrales indefinidas...

f 1 dx =2 ¢Qué nos preguntamos
' para calcular estas
intfegrales?

fodx=?

Esta foto de Autor desconocido estd bajo licencia CC BY-NC-ND
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Matematica
La integral indefinida

Teorema

Sea f(x) continua en I, y F(x) su primitiva, entonces F(x) + ¢ también es

primitiva de f(x), donde c es cualquier numero real.

ff(x)dx =F(x) = ff(x)dx =F(x)+c

Toda f(x) continua tiene infinitas integrales

indefinidas.




Matematica
Cdlculo de integrales indefinidas

Repasemos algunas derivadas conocidas para conocer algunas

integrales indefinidas

(x)' =1 i fldx:x+c

xn+1

NI — oy . 4N—1 n — _
(x™) =n-x ‘ fx dx n+1+c (n#-1)

(sinx)" = cosx ‘ fcosxdx=sinx+c

I__ . .
(cosx)’ = —sinx ‘ f51nxdx=—cosx+c



Matematica
Cdlculo de integrales indefinidas

Repasemos algunas derivadas conocidas para conocer algunas
integrales indefinidas

(ex)rzex ‘ fexdx=ex+c

1 1
(1nx)’=; (x > 0) - f;dx=1n|x|+c



Propiedades de integrales indefinidas

1. [ k- f(x)dx =k [ f(x) dx, donde k es una constante.

2. [[f(0) + g()] dx = [ f(x)dx + [ g(x) dx

Ejemplos:

1.] (Sx + é) dx =7 B.J 3sen(x) dx =7?
X

+ 2x° x>
Zfﬁ * dx =7 4.J(Zex+—>dx=?

x? 3
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Propiedades de integrales indefinidas

NO hay propiedad para

[ f(x) - g(x)dx nipara f%dx




/ Entonces... écoOmo se calculan las integrales de
productos (o divisiones) de funciones?

o

 Método de sustitucion

* Meétodo de integracion por partes Se llaman
Métodos de
* M¢étodo de Fracciones simples integracion

, * Uso de identidades trigonométricaS

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

NOSOTROS NO VAMOS A VER

ESTOS METODOS ESTE ANO
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Matematica
Integrales indefinidas

Ejemplos:

v' Determinar f(x) y g(x) sabiendo que:
1. Una primitiva de f(x) es F(x) = 5cos(x) + 2.
2. Una primitivade g(x) es G(x) = x% + 2x + 1.

v' Determinar h(x) si se sabe que su derivada es

h'(x) = 2cos(x) — sen(x) y que h(0) = 0.

Imagen de 3dman_eu en Pixabay

E===2 Facultad de
FCAvF Ciencias Agrarias
y Forestales



https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

Matematica

Integrales indefinidas

Volvamos a los ejemplos de movimiento rectilineo de una particula

Si conocemos la expresion de la velocidad
de particula en funcion del tiempo... écomo
podemos encontrar la correspondiente
funcion de posicion?

FR—
. ¥ J"
;'; I
_-_.Il__-
Esta foto de Autor desconocido estd bajo licencia CC BY-NC-ND
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Matematica
Integrales indefinidas

Volvamos a los ejemplos de movimiento rectilineo de un objeto

—

Si s(t) es la posicién, v(t) la velocidad y a(t) la aceleracion del objeto,
entonces:

Como: Entonces:

v(t) = s'(1) N f v(t) dx

a(t) = v'(t) (t) = j a(t) dx




Matematica
Integrales indefinidas

Ejemplo:
v Dado un objeto que se mueve sobre una linea recta. Si la siguiente es

la grafica de la velocidad v(t), encontrar la expresion de la posicidon en

funcion del tiempo, sabiendo que s(1) = 5,5m

™

5

4

3

2

1 A

Imagen de 3dman_eu en Pixabay
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Matematica
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Matematica

- ’ ¢Cuanto vale el area de la region
= sombreada?
®
b
Imagen de Peggy and Marco 3
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

¢Y el area de esta region
sombreada®?

4 '!Ir
| 4
b

Imagen de Peggy and Marco
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Matematica

A - ¢Y de esta otra region? écual es el

I . area?
J

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay
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Matematica

Aproximamos el area
calculando areas de
/ rectangulos...

) 8
; 8 1
X
Imagen de Peggy —_ ] —
und Marco 61 y =X / 6 y =X

Lachmann-
Anke en Pixabay

\0 1/1 2 3 ’ L——Zé

éCuantos rectangulos
armamos? 5 | 7Z

—
e
! 2' S’ 2 1
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7\ iiiCuantos mas rectangulos arme, mas se va a aproximar la
», | suma de las areas de los rectangulos al area sombreada!!!

Imagen
de 3dman_eu en Pixabay

~ Si hacemos tender la cantidad de rectangulos a infinito, la suma de
las areas de los rectangulos tendera al area bajo la grafica de la funcidn

f(x) = x2.
hooo. (



https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1020344

, Matematica
Areas

Si f es una funcidn continua y positiva. El area de la region que se
encuentra debajo de la grafica f es el limite de la suma de las areas de los
rectangulos, cuando el nimero de rectangulos tiende a infinito.

/

Area de la regién 4
/ f(xi) -

que esta debajo
).
de la curva / =

Entonces ...

/ Imagen de Peggy and Marco
> Lachmann-Anke en Pixabay
e >
0 1 2 3

S = lim R, = lim [fOe)Ax; + fO)Ax + -+ f () Ay

= —— — —

Area de R4 Area de R, Areade R,
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Matematica
La integral definida

Formalicemos un poco....

A la suma de n términos podemos escribirla asi:

Anke en Pixabay

D FGAx; = Fx)hy + F(e2)Axg + -+ f (o)t
=1

Entonces... o
$=lim > f(x;)Ax; In‘rggrol
Z*‘” = Definida
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Matematica

La integral definida

Definicidn

Imagen de Peggy and Marco
Lachmann-Anke en Pixabay

Si f es una funcién continua definida en un intervalo
la, b], dividimos el intervalo en n subintervalos de igual \\

ancho: Ax =”‘Ta y sean x; puntos de muestra que

pertenecen a cada uno de dichos subintervalos.
Entonces la integral definida de f desde a hasta b es:

Siempre que
dicho limite
exista.

b n
! o = lim D i)
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La integral definida & Area

/ Pero... ésiempre la integral definida
da como resultado un area?

—
—" 'l'J

I 4 I
_'_h

Observemos algunas situaciones .... oot e Auter gesconocido estdbelo

Anke en Pixabay

/— N
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Matematica
La integral definida & Area

Observemos algunas situaciones ....

b n
! s = lim ) G

Hr_l

I

La integral da un

porque f(x;) es

\_ del intervalo

NUMERO NEGATIVO,

negativa para todo x;

Ya NO es el
area de R4

J

Ax,-

/]

\ —f(x;)
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Matematica
La integral definida

Imagen de Peggy und Marco F

Lachmann-Anke en Pixabay
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i
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b b
jf(x)dx = Area(R) jf(x)dx = — Area(R)
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Matematica
La integral definida

* Observemos otra situacion ....

Imagen de Peggy
Lachmann-Anke

b
ff(x)dx =A; — A, + A,
a

E===2 Fjcultad de s N
AT . P9 UNIVERSIDAD
FCAvF Ciencias Agrarias @&?ﬁﬂ’a NACIONAL
y Forestales Seixr/ DE LA PLATA



https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/users/peggy_marco-1553824/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265
https://pixabay.com/es/?utm_source=link-attribution&utm_medium=referral&utm_campaign=image&utm_content=1015265

Matematica

Ejemplos

Determinar cada integral interpretandola en términos de areas, si f es la

mostrada en la figura.

a. f_llf(x)dx b. fozf(x)dx C. flsf(x)dx

1y
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Matematica
La integral definida & Area

Imagen de Peggy and Marco
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// Seguimos sin saber como calcular

el area de la region sombreada

¢Como lo hago?
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Matematica
Cdlculo de la integral definida ‘

iY como vamos a hacer el

calculo?
s i s ‘ Regla de Barrow I

Si f es una funcidn continua definida en un intervalo [a, b],
entonces:

b
f F(x)dx = F(b) — F(a)

donde F es la primitiva de f, es decir, una funcién tal

Imagen de Peggy and
Marco Lachmann-

Ak en Prabay que F' = f.
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Matematica

Ejemplos

Calcular las siguientes integrales:

3
a.j[l + sen(x)] dx
0
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Matematica
Ejemplos

Determinar el area de la region sombreada, si la curva
corresponde a la grafica de la funcion
La integral entre -2
y 2, énos dard un
valor positivo o

2x?+4x —-2<x<0
fx) = —x% + 2x 0<x<2

[ 4
negativo?
1
— -1 0 1 2 X
1
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La integral definida: PROPIEDADES

Se cumplen las dos propiedades vistas para integrales indefinidas:

b b
1.f k-f(x)dx =k f f(x)dx,donde k es una constante
a a

b b b
2| £ + gldx = [ fydx + [ gCod
iTambién se cumplen otras propiedades!
a b a
3. | f(x)dx =0 4, | fx)dx =— | f(x)dx
/ Jreoe==]
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La integral definida: PROPIEDADES

f
5.SikeRyf(x) =kVx € |a,b], entonces 1
b
ff(x)dx = k(b — a)
a 1 a b x
g - _B(x)
6. Si f(x) < g(x)Vx € |a, b], entonces _/
b b .
f f(x)dx < j g(x)dx — [
a a a b -5(:




La integral definida: PROPIEDADES

7. Si c es un punto del intervalo (a,b), entonces: »?t

fcf(x)dx + jbf(x)dx = jbf(x)dx R

8.S5im < f(x) < M,Vx € [a, b], entonces:

e |
b
m(b—a)Sff(x)deM(b—a) m . /\j




Matematica
Ejemplos

5 5
4. Si se sabe que: j f(xX)dx=-4y f g(x)dx =3 calcular:
2 2

5
f [3£(0) — g(x) + x]dx =
2

5. Expresar como una sola integral |la siguiente expresion:

fz " F ) — fz Fdx =
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